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Vor W 0 r t.
·Ueber die VoJlendung und Herausgabe dieser Abhandlung, welche nach dem
letzten Willen des Verfassers mir übertragen worden ist, sind einige Bemer-
kungen vorauszuschicken. Das bier behandelte hydrodynamische Problem,
dessen Lösung aus dem Winter 1856 - 57 stammt, wurde in kurzen Zügen
zuerst am Schlusse der Vorlesungen über partielle Differentialgleichungen im
Juli t 857 vorgetragen, und gleichzeitig wurde das Hauptresultat der ganzen
Untersuchung' in den Nachrichten von der König). Gesellschaft der Wissen-
scbaften durch eine kurze Anzeige veröffentlicht. Die vollständige Darstellung
verzögerte sich aber J tbeils durch den Wunsch des Verfassers, den Gegen-
stand in .seinen Einzelheiten noch mehr zu durchforschen, theils durch die
Beschäftigung mit andern Arbeiten, bis die plötzJiche Krankheit und der zu
frühe Tod die Vollendung unmöglich machten. Unter den hinterlassenen Pa-
pieren, die sich auf diesen Gegenstand beziehen, und die am 21. Juli 1859
in meine Hände gelangten, fand sich zunächst ein su sorgfältig ausgeführtes
Maßuscripl, dass es ohne die geringste Aenderung dem Druck übergeben
werden konnte; nur ist es sehr zu beklagen, dass auch in diesem Bruchstück
die Einleitung, welche der Erörterung einiger allgemeiner Eigenschaften der
hydrodynamischen Grundgleichungen gewidmet war, unvollendet geblieben ist.
Ausser diesem Maßuscrip&, welches in der folgenden Anordnung bis gegen
den Schluss des §. 3 reicht, fand sicb eine grosse Menge einzelner Papiere,
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4mit flüchtig hingeworfenen Formeln ohne Text, deren Bedeutung aber leicht
zu erkennen war. Zum grössten Theil waren es Wiederholungen des schon
Dargestellten, und nur selten ergab sich aus ihnen ein Anhaltspunct für die
weitere Ausführung. Indessen fiel es mit Hülfe dieser Papiere nicht schwer,
die sieben Integralzeichnungen erster Ordnung aufzufinden, welche in der vor-
läufigen Anzeige der Abhandlung erwähnt sind; sie finden sich in §. 5 der
folgenden Darstellung. Ausserdem wiesen zahlreiche Stellen auf den in §. 8
behandelten Fall hin, wenn auch nirgends sich eine Discussion vorfand; ich
habe ihn (in §. 6) mit dem andern in §. 7 untersuchten zu verbinden gesucht,
der seiner Einfachheit halber auch in der schon erwähnten vorläufigen Anzeige
mitgetheilt ist. Ferner gaben, wie aus den sämmtlich von mir hinzugefügten
Anmerkungen zu sehen ist, manche Stellen des erwähnten Manuscriptes Ver-
anlassung zur Ausführung mehr mühsamer als schwieriger Rechnungen, die,
weil sie für künftige Arb~iten wohl nützlich sein können, ihren Resultaten
nach in die Abhandlung aufgenommen sind und so den §. 4: bilden. Nachdem
ich sie einmal abgeleitet hatte, dienten sie mir bei einigen weitem Unter-
suchungen, deren Ergebnisse J so "reit sie his jetzt gelungen sind, ich in dem
Schlussparagrapben mittheilen zu dürfen glaubte. Icb verhehle mir nicht, dass
trotz aller auf die Arbeit gewendeten Sorgfalt und Liehe, Manches vollstän-
diger und besser hätte ausgeführt werden können; allein ich wollte die
Herausgabe nicht noch länger verzögern, um so weniger, da ich vertrauen
darf, dass man dieses letzte Werk des grossen Denkers, dem es nicht ver-
gönnt war selbst die Meisterhand an die Darstellung zu legen, auch in der
unvollkommenen Form würdigen wird.
Z ü r ich, t O. ·November 1859.
B. Dedekilld.
~···-"·,·I.".·-··:·,"'·'"" .:. -~', ;.~(:
Bei der Begründung der allgemeinen Gleichungen, durch welche die Be-
wegung flüssiger Körper bestimmt wird, kann man von zwei verschiedenen
Gesichtspunkten ausgehen. Nach der einen Auffassung des Gegenstandes stellt
~man sich die Aufgabe, für eine beliebige Stelle (x, y, s) und eine beliebige
Zeit t den Zusf.and der bewegten Masse, d. h, die Dichtigkeit, den Druck und
die drei Componenten der Geschwindigkeit auszumitteln und diese fünf Grössen
als Funktionen der vier Veränderlichen ~,y, z, t zu bestimmen. Dem eben
erwähnten Gesichtspunkt entsprechen die Grundgleicbungen der Hydrodynamik,
welche man in allen Lehrbüchern findet und welche E uIer zuerst aufgestellt
hat I). Diese Eulerschen Gleichungen liegen auch einer grossen Abhandlung
zu Grunde, welche Lag ra n ge mehr als zwanzig Jahre später in derselben
akademischen Sammlung 2) veröffentlicht hat und aus welcher er später mit
einigen Zusätzen den Abschnitt seiner Mecanique analytique gebildet bat, wel-
cher der Hydrodynamik gewidmet ist. Der wichtigste dieser Zusätze beginnt
den erwähnten Abschnitt und betrifll eine von der Eulerschen wesentlich
verschiedene Behandlung des Gegenstandes; Lag ra nge geht nämlich darauf
aus, die Bewegung jedes Elementes der Flüssigkeit zu verfolgen, d. h. die
Coordinaten aJ, g, s, den Druck lind die Dichtigkeit dieses Elementes durch
seine anfänglichen Coordinaten 0, b, c und die seit dem Anfang der Bewe-
gung verflossene Zeit t zu bestimmen. Merkwürdiger Weise macht jedoch
1) Principes generaux du mouvemeo\ des fluides (Histoire da l'Aced. de Berlin
Annee- 1755).
· 2) Memoire sur la Theorie du mouvement des fluides (Nouveaux Memoires de
I'Acad. de Berlin; Annee 1781).
6Lag r a n ge von den diesem Gesichtspunkt entsprechenden Gleichungen gar
keinen Gebrauch; nachdem er nämlich bemerkt bat, dass sie etwas complicirt
seyen, formt er seine Gleichungen in die Eulerschen um, und fügt dann
hinzu, dass die letzteren wegen ihrer grösseren Einfachheit zur Lösung be-
sonderer Aufgaben vorzugsweise geeignet seyen. Ich muss jedoch gestehen,
dass mir der Vorzug, welchen Lag r an g eden Eulerschen Gleichungen vor
den seinigen einräumt, durchaus nicht begründet scheint, indem jene eine
Eigenthümllchkeit darbieten, von welcher die letzteren frei sind und durch
welche die einfachere Form mehr als aufgewogen wird.
Die Eigentbümlichkeit, von welcher ich rede und die Lag ra n ge völlig
übersehen zu haben scheint, besteht darin, dass die Coordinaten x, y,.z nicht
unabhängige Variabele im eigentlichen Sinne des Wortes sind, da die Aus-
dehnung, in welcher sie gelten, die des Raumes ist, welchen die bewegte
llIasse jeden Augenblick einnimmt, und folglich durch die ganze vorangegangene
Bewegung bestimmt wird. Es ist aus diesem Umstande leicht ersichtlich, in
welche Schwierigkeiten die Anwendung der Eulerschen Gleichungen auf be-
sondere Probleme verwickeln muss, da wir jetzt wissen, was freilich zur
Zeit des Erscheinens der l\Iecanique analytique ~och nicht erkannt war, ein
wie wesentliches Element für die Bestimmung von Funktionen mehrerer Ver-
änderlichen , welche durch partielle Differentialgleichungen und andere der
besonderen Frage angehörige Bedingungen definirt werden, der Umfang bildet,
welcher diesen Veränderlichen zukommt. Der Vorzug der Eulerschen Form
scheint auf den Fall beschränkt, '''0 die flüssige Masse im Laufe der Bewe-
gung dieselbe äussere Gestalt behält, auf welchen Fall übrigens auch der
leicht zurückgeführt wird, wo sich ein fester Körper in einer unendlichen
Flüssigkeit bewegt,
Dass die erwähnte Eigenthümlichkeit der von E u Ier gegebenen Glei-
chungen Lag r a nge entgangen ist, hat einige' Unrichtigkeiten zur Folge gehabt,
von welchen ich die wesentlichste hier erwähnen zu müssen glaube, da sie
in alle Lebrb,ücher übergegangen ist und wissenschaftliche Irrthümer um so
schwerer verschwinden, je grösser die Autorität ist, unter deren Schutz sie
stehen. Schon E uIe r hatte in der oben citirten Abhandlung bemerkt, dass
seine GrundgJeichungen sich sehr vereinfachen und auf eine zurückkommen,
7wenn für die ganze Dauer der Bewegung sowohl die drei Componenten der
Geschwindigkeit als die der beschleunigenden Kraft die nach den drei Coor-
dinaten genommenen partiellen DifferentialquoUenten derselben Funktion dieser
Coordinaten sind, und diese Bemerkung ist von Lag r an g e durch den rich-
tigen Z~satz vervollständigt worden , dass die eben ausgesprochene Voraus-
setzung immer für die Componenten der Geschwindigkeit von selbst StaU
findet, wenn sie nur für den Anfang der Bewegung gilt und überdies die
Componenten der Kraft zu jeder Zeit dieselbe Bedingung erfüllen 1).
1) Hier bricht leider das Maouscript vollständig ab, und es war nirgends eine
Andeutung über die weitere Ausführung zu finden; doch ist wohl kaum zu
zweifeln, dass die beabsichtigte Berichtigung in Folgendem bestehen sollte.
Wenn man diejenige Funktion, deren partielle Derivirte die Componenten der
wirkenden Kraft liefern, durch partielle Differentiationen aus den drei erstell
der von Lag r a n ge gegebenen Grundgleichungen eliminirt, so erhält man drei
Resultate, welche eine unmittelbare Integration in Bezug auf die Zeit gestatten;
bezeichnet man mit sn,~, ~ die drei Integrationsconstanten, welche also nur
noch von a, b, c abhangen können, so ergeben sich mit Hülfe der vierten
Lagrangeseben Gleichung, welche die Incompressibilität der Flüssigkeit aus-
drückt, leicht die drei folgenden Gleichungen
d" dw d:e th: dz dw du 4y dy dy du d" dr, d$ ds--~=~-+5B~+~-, ---=~-+58-- +t!~, ~--=~-_.+f8~+~~'d:r. dy da 'db dcdz dz, d4 db dc dy tU: deJ db tlc
'in welchen u, e, w die nach den Axtan der x, y, z genommenen Componenten
der Geschwindigkeit bedeuten. Aus diesen Gleichungen folgt, dass, wenn
für ein bestimmtes Element (a, b, c) der flüssigen Masse die Werthe der drei
zur Linken stehenden Differenzen anfanglieh verschwinden , dasselbe während
der ganzen Dauer der Bewegung für das .nämliche Massenelement (a, b, c) gelten
wird. Ist daher ursprünglich in einem von flüssiger Masse erfüllten Raume
_ denn nur in einem solchen kommt den Zeichen u, e, tD eine wirkliche Be-
deutung zu - der Ausdruck uda: + f)dy+ wdz ein vollständiges Differential,
so wird dasselbe auch zu jeder -spätern Zeit für denjenigen Raum gelten, wel-
cher augenblicklich die nämlichen Elemente der flüssigen Masse enthält. Es
haftet daher diese Eigenthümlichkeit der Bewegung nicht sowohl, wie La gran ge
zu beweisen glaubte J an dem absoluten Raume, als vielmebr an der Masse.-
Die weitere Untersuchung der Bedeutung der drei IntegralgleichuDgen gebört
nicht hierher.
8§. J.
Die Grundgleichungen der Hydrodynamik in der Form, welche Lag r a n ge
denselben gegeben hat, sind die folgenden, wenn wir uns auf den Fall der
Homogenetrat beschränken und die Dichtigkeit der Einheit gleich setzen:
(d2x _ x) ~~ + (d2y _ y) dy + (d 2Z _ z) dz + ~! = 0dt 2 da dt 2 da dt 2 da da
1J (d2X _ X) dx + (d2J! _ y) dy (~;: - z) dz dp--+ db + db == 0dt 2 db dt? db
(~: - X) da: ., d'l y) dy (~~ - z) dz dpT (dt~ -- --- + --- + . = 0dc dc dt 2 dc dc
dx ~!! dz _ 1
da db dc - ·
In diesen Gleichungen sind u, b, c die anfänglichen Coordinaten eines
beliebigen Elementes, so dass also der unveränderliche Umfang dieses Systemes
von drei Variabeln durch die ursprüngliche Gestalt der Flüssigkeit bestimmt
wird, x, y, z bezeichnen für die Zeit t die Coordinaten desselben Elementes,
p den Druck, welchen dasselbe erleidet, und X, Y; Z endlich sind die Com-
ponenten der auf das Element wirkenden beschleunigenden Kraft Was die
letzte Gleichung betrifft, welche die Incompressihilität der Flüssigkeit ausdrückt,
so bat das Summenzeichen in derselben nach der üblichen Bezeichnung die
Bedeutung einer Determinante. Wir werden einen Fall behandeln, in wel-
chem die beschleunigende Kraft von der Anziehung der gesammten Masse
herrührt und die Elementaranziehung dem Quadrat der Entfernung umgekehrt
proportional ist. Bezeichnet daher V zur Zeit t das Potential der Flüssigkeit
für den innern Punkt (x, y, z), so dass also V eine Funktion von x, y, s und
t ist, und bezeichnet ferner E die Constante , welche die Anziehung zwlschen
zwei Masseneinheiten in der Einheit der Entfernung. ausdrückt, so isl
Durch Substitution dieser Ausdrücke nehmen die drei ersten Gleichungen fol-
gende Gestalt an
dVX = E ~~
da:'
dVY = E ...._-,
dy
dV
Z = ~-.dz
'I
i. . .>.:.••' •.'.'•...'.J..:"j
;d2s ,d:l: ,d2y dy' . d2ft dr, d Y dp
dt 2 da + ,ii?: da + dt~ da - E da + da = 0
d2a; th tJ2y dy d~. eh d Y dp
2) dt 2 db+ .dl2 dli + dl2 dh -8 db + dh = 0
d3;2,d3: cJ,2y dy ,d2Z dz dY dp
dt2 dc + dt 2 dc + dei dc - E dc + de = O.
Unsere Untersuchung ist auf ..die Voraussetzung beschränkt, dass die zu be-
stimmenden Funktionen' a:, y, .I. der ,·vier 'unabhängigen Variabeln a, b, c,' die
drei ersten derselben" nur linear enthalten, und wir bemerken sogleich, dass
wir überall 'inder Folge unter einem linearen Ausdruck einen solchen ver-
stehen werdeny deekein von den Variabeln unabhängiges Glied enthält Wir
haben also:
a:, = .la. + mb + nc
3) y =.. l'a + m'b + n'c
~ '. 'f'a'+ m"b + n"c
wo die Coefficienten l,"m etc~ nur vo't. derZeit t abhängig sind und in Folge
der Incompressibilität folgende Gleichung befriedigen müssen
IJ = ~ ~ Im'n" = 1.
, Für t = 0 fallen :t, g, z mit a, b, c zusammen, so dass also 1= m= fi' = 1,
während die sechs .übrigen 'dieser Grossen verschwinden. Dillerenzirt man
oblge Gleichungen nach t,. so erhält ·man für die Componentenu, e, fD der
Geschwindigkeit ;
, '! '. ~ d:D eil .' dm dn
~'= iJi = ,{it ~ + di b + dt C
.; ~ I idy. ' u: ; "dm' dn:
3,· ) . ... - - - -a + ~b + ~ Cl~~ ,- '-lll· ~, dt ,dt dt,
. ., ' '. , i i. . ~ ;" , ": :; -dz ~ 'tlt" dm" dA""
.... '.•. ~. d tD == dt = f/J a + Cit b + ,dl o,
Die 8nfängl,i<:he~.::Werthe der.• Grössen
dl' dm dn
clt; dt' dt
. dl' dm' dn'
4) dt' 7ft, dt
"dl'~ dmw 'dn"
dt' "m' dt
2
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sind nicht ganz willkührlich, sondern es findet zwischen denselben die Be-
dingungsgleichung
dD dm') (dn")(- . + (- · + - == 0dt 0 dt 0 ' dt 0 .
d8Statt, welche-man erhält, wenn man di bildet und dann t = 0 setzt.
Wir wollen nun zeigen, dass unsere Ausdrücke; in denen Bunbekanute
Funktionen der Zeit t vorkommen, die Bewegung einer flüssigen l\'Iasse aus-
drücken, deren Elemente sich nach dem Gesetze der Natur anziehen,. wenn
die ltlasse ursprünglich die Gestalt eines Ellipsoides hat, .die anfängliche Be-
wegung den Gleichungen (aa) , welche 8 willkührlicheDonstanten. entbalten,
gernäss ist und endlich an der Oberfläche ein constanter oder nur von der
Zeit abhängiger Druck Statt findet. Lässt man den Anfangspunkt der Coor-
dirraten mit dem l\'liltelpunkt, die Axen der e, y, z oder a, b, c mit den Haupt-
axen des Ellipsoides zusammenfallen, so hat die Gleichung der anfänglichen
Oberfläche die Form
5)
Ehe wir weiter gehen, ist 'zu bemerken, dass unsere Ausdrücke (3) u'nd (4)
die bei der Begründung der Gleichungen ( 1) vorausgesetzte Continuitäts-
bedingung erfüllen, welche wesentlich darin' besteht, dass die Punkte,' 'welche
anfänglich eine geschlossene Fläche bilden, auch zu jeder spätern Zeit ein'e
solche bilden, und dass jeder ursprünglich innerhalb oder ausserbalb dieser
Fläche liegender Punkt eine ähnliche Lage in Bezug auf die neue Fläche
einnimmt. Es ist dies eine Folge daraus, dass zu jedem System bestimmter
und endlicher Werthe a, b, c ein eben solches. .System von '\'erthen re, y, Z
und wegen 8 == 1 auch umgekehrt gehört,
Löst man die Gleichungen (3) nach a, b, c auf, so erhält man
a = lx + l'y + l"z
6) b = pa: + p/y + p"z
c = va: + v'y + J'''z
"'0 Ä.,,A,' etc, wegen () = 1 Ausdrücke ohne Nenner und die sogenannten
aus den 9 Grössen I" m etc, gebildeten partiellen Determinanten sind, so dass
11
also z. B. l = "m',,"---m"',,'. Setzt man die W erthe 0, b, c in obige Gleichung
ein, so erhält" man ,zur Bestimmung der Oberfläche zur Zeit t
7) 1 (.1" + l' '+').")2 ·1 In + ' + ")2 1A.i :r; _, y z + B2 '1"":1: PY" 1-" z + C2 (vx + ,,'y+ ,,"z)2 = 1
so dass also bei einer "durch die Gleichungen (3) bestimmten Bewegung die
anfänglich ellipsoidlach vorausgesetzte Oberfläche auch zu jeder spätem Zeit
die Gestalt· eines mit -dem ursprünglichen concentrischen Ellipsoides hat. ]\100
kann noch hinzufügen, dass Punkte, welche anfänglich ein mit der Oberfläche
concentrisehes , ähnliches und ähnlich Jiegendes Ellipsoid bilden, zu jeder
ändern Zeit in ähnlicher Beziehung zu der jedesmaligen Oberfläche stehen
werden. E~ soll nun. gezeigt werden, dass:. die Ausdrücke (3) den Glei-
chungen (2) genügen", wenn die darin enthaltenen Funktionen der Zeit,
1, fit etc. gehörig gewählt werden, "Hierzu ist zunächst erforderlich ,dass das
Potential V der von' dem Ellipsoid (7) begrenzten Masse für einen innern
plinke Ca:, y, .25) bestimmt und dann durch a, b, c ausgedrückt werde. Nach
einem bekannten Satze 'ist das Potential eines auf seine Hauptaxon bezogenen
Ellipsoides für einen innern Punkt ein viergliedriger Ausdruck, der ausser
eiiiernconstantenT'f)elle drei den Quadraten _ der Coordinaten proportionale
Glieder enthält. Um das Potential für unser Ellipsoid (7), welches nicht auf
seine Hauptaxen bezogen ist, zu erhalten, müsste man also durch Auflösung
einer cubischen Gleichung zu diesen übergeben und dann das für das neue
Coordlnatensystemgeltende Potential durch x, y, z ausdrücken. Bei der eben
angedeuteten etwas umstä ndlichen Rechnung stellt sich heraus, dass das
Resultat nur :symmeLriscb~ V,erbiQdungen der Wurzeln der .eubischen Gleichung
eothält und .also f ohne Lösung.. ·dieser Gleichung aufgestellt werden kann. }lan
gelangt" zu demse'lbenErgebniss BUr weit kürzerem Wege, -wenn man sich
zur Auffiridong des Potentials der ~Iethode des discöntinuirlichen Faktors be-
dlent, . welcheunrniUelbar auf ein Ellipsoid angewandt werden kann, welches
auf. b'eliebjge,1\~~n bezogen js~l)..· Da jedoch der sehr complicirle Ausdruck,
"I) Ueber eine neue Melhode- zur Bestimmung vielfacher Integrale (Abhandlungen
;~ der" Akaderllie :der" WisSP..ßschaflen zu Berlin ; Itj39 ). -Unter den hinterlasse-
nen Papieren fan d sich die folgende vereinzelte Bemerkung: r. Als einmal zwi-
2-
12
welchen man durch die eine oder die andere .der angegebenen .Verfahrungs-
arten erhält, zu unserm Zwecke entbehrlich ist.; so' wollen wir uns bei der
Ableitung desselben nicht aufhalten 1). Es genügt für uns zu bemerken, dass
das durch x, y, z ausgedrückte Potential offenbar ausser einem constanten den
Werth desselben im Mittelpunkt darstellenden Bestandtheil eine vollständige
homogene Funktion des zweiten Grades von $> y,.z. _ent~äJt.. Dieselbe ., Form
wird das Potential in Bezug auf a, b, c darbieten, wenn.jnan für~,.y,.a die
Ausdrücke (3) einsetzt ; Es ist also . . .,-1
V = H - La2 - Mhz - Nc2 - 2L'bc:- 2J1'ca - 2N'ab
wo L, M, ... NI sehr zusammengesetzte, elliptische Integrale enthaltende Fun~rr
· I "b h D hi h dV dY dV d·· V'· b .. },.tionen von ,m, . . . n ezeic nen. a rernac -, -,. - . Je arra etn
, da db dc .;..
a, b, c nur linear enthalten, und dasselbe von den drei er~ten Gliedern in
jeder der Gleichungen (2) gilt, so werden diese Gleichungen unabhängig VOD
a, b, c nur bestehen können, wenn der Druck ausser .~inem v~n a, b, c, un-
abhängigen Bestandtheil nur Glieder zweiter Ordnung enthält., Da wi~ ~u~
andrerseits voraussetzen, dass dieser Druck, an der ganzen Oberfläche ~u
derselben Zeit denselben blos von dieser abhängigen Werth P hat, so muss
p offenbar die Form
sehen J ac 0 bi und mir die Rede von der Attraction der Ellipsoide war, mit
welchem Problern der grosse Mathematiker sich früher .~ehr angelegentlich b~":"
schäftigt hatte, erwähnte er eines Umstandes', der ihn sehr' 'überrascht hatte,
des Umstandes nämlich, dass die Bestimmung der auf 'einen äussern Punkt
ausgeübten Anziehung auch dann nur die Lösung einer einzigen': cubischJIi
Gleichung erfordere, wenn das Ellipsoid nicht aufieine .Hauptaxen bezogen
sei, und legte mir die Frage vor, wie sich die Methode des. discontinuirlichen
Faktors in dieser Beziehung verhalle. Ich konnte sogleich antworten, dass
sich bei Anwendung der eben erwähnten Methode dieselbe Erscheinung ~ei~e,
und J a c o b i' s Bemerkung zugleich durch die Angabe vervollständigen , dass
sieh für einen innern Punkt gar keine eubisehe Gleichung einstelle." - Verg[
Anmerkung (I) zu §.4•
.1) Es erschien zweckmässig , die hier und im Folgenden angedeutete; dUrehaus
nicht schwierige Rechnung wirklich auszuführen; die Resultate findet man weiter
unten im §.4. ; i .
2 d2 ' ..J2 "d n , n +. "Ur n - 2L'm +m ~ m - - EdfJ. clt2 dt2 -
., .
j3
a~ b2 C2
P = P+ (/ (1 - A2 - B2 - (]2)
haben, .wo· aeine nur mit I veränderliche Grösse bezeichnet Setzt man
alle im .Vorhergebenden erhaltenen. Ausdrücke in die Gleichungen (2) .ein,
so. zerfällt jede derselben in drei neue Gleichungen, indem die mit a, b, c
multiplicirlen Glieder besonders verschwinden müssen. Man' bat also zur
Bestimmung der 10 Funktionen der Zeit, I, m, •. ~ n", (J die folgenden Glei-
chunge'n, welche in' gleicher Anzahl sind
d21 d21' d21" 20-
I dt2 + I' dt2 +, I" dIll =- 2L6 + .A2
2 ' d2 Hd2n , d n I" ~ = _ 2M'EI dt Z + I dt Z + dt2 .
2 ' cflm'"
r d2m I' d m + l'" -- =- 2N'8~. dt~ + dt!a cU!],
d21 , cl"l' "d21" _ 2N'8
m dt2 +m dt2 +01 dt2 -
I ± Im',," = 1.
Es ist leicbt, die Unbekannte (J zu eliminiren, indem man 8US den drei ersten
dieser Gleicbungen eine Doppelgleichung bildet; der grössern Symmetrie
halber wollen wir jedoch die Gleichungen in unveränderter Form beibe-
halten.
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§. 2.
Obgleich das eben aufgestellte System allen Bedingungen der Aufgabe
genügt und ebensoviel Gleichungen als Unbekannte enthält, so reicht, streng
genommen, dieser doppelte Umstand nicht aus, um die Möglichkeit der oben
anged.euteten Bewegung zu zeigen. Es ist vielmehr noch nachzuweisen, dass
unsere Gleichungen ausreichen, um aus den anfänglichen Wertben der Grössen
I, m, ... n" und ihrer Derivirten ~, ••. ~", für welche anfänglichen Werthe
die obigen Bedingungen geHen, die Werthe der Grossen I, m, ... n' für eine
beliebige Zeit t ableiten zu können. Es kommt dieser Nachweis offenbar
darauf hinaus, zu zeigen, dass, wenn für eine beliebige Zeit die Werlhe von
I, m, ... n" und ihren ersten Derivirten als endlich und völlig bekannt voraus-
gesetzt werden, aus unseren Gleichungen die Werthe der zweiten Derivirten
d21 d2 d" " .
d z' d':'··· -d~ für dieselbe Zeit abgeleitet werden können. Es wird ge-t I _ t
nügen , die hier erforderliche Rechnung, welche durchaus keine Schwierigkeit
darbietet, mit wenigen Worten anzudeuten. Löst man die drei der Glei-
cJ21 d2l' d21"
chungen Ca), welche 'd 2' -d'2' -d2 enthalten, nach diesen Grössen auf und
t t t ' .
verfährt ebenso in Bezug .auf die sechs übrigen, so erhält man für jede der
9 zweiten Derivirten einen Ausdruck der Form ea + f, wo e und f wegen
8 = 1 oboe Nenner sind und völlig bestimmte endliche Wertbe haben, so
dass olles darauf hinauskommt sich zu überzeugen,· dass .aeinen bestimmten
endlichen Werth hat. Dieser Werthaber ergiebt sich aus einer Gleichung
der Form e'o + r =0, welche man erhält, wenn man die eben erwähnten
d2f}
Ausdrücke in die Gleichung tii.t- =0 s~tzt, und, in _welcher von e' und r
dasselbe gilt, was vorhin in Bezug auf e und f bemerkt wurde, und e' als
eine Summe von Quadraten, die nicht gleichzeitig verschwinden können, von
Null verschieden seyn wird 1).
Es ist übrigens hinsichtlich der Bewegung, welche durch 'unsere Glei-
chungen defiuirt wird, eine wesentJiche Bemerkung zu machen, 'welche- "den
1) Das ausgeführte Resultat dieser Ii.-chnung findet man in §. 4.
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jeden Augenblick. an der Oberfläche ausgeübten Druck betrifft. Dieser Druck
muss in gewissen Fällen eine bestimmte Grenze übersteigen, wenn die Be-
wegungphysisch möglich seyn soll, es sey denn, dass man unter einer in-
compressibeln Flüssigkeit eine solche verstehen wollte, die, wie sie jeder
· Zusamnlendrückung, so auch jeder sie zur Trennung sollicitirenden Kraft
widersteht. Nimmt man diese letztere Fähigkeit, wie gewöhnlich, nicbt in
die Definition auf, so ist es für die Darstellbarkeit der Bewegung durcb die
hydrodynamischen Gleichungen erforderlich" dass der Druck in der bewegten
~I8sse nie negativ werde. . Da nun in unserem, Falle
. . 'a2 b2 c2
P = P + a (1 - A2 - 82 - 0 2)
und der eingeklammerte Ausdruck innerhalb der Masse alle Werthe zwischen
Ou~d: 1 :annimmt,. ,so. besteht für den Fall, wo die Grösse a" die im Allge-
rn_einen ~ur durch die Integration, unserer Differentialgleichungen .bestimmt
werden kann, zu irgend einer Zeit einen negativen Wertb erhält, die Be-
dingung, dass P nicht unter dem absoluten Werthe von a liege. Nur wenn
(J nie negativ wird, bleibt P unbeschränkt und kann die durch unsere Glei-
chungen. definirte Bewegung im leeren Raume und ohne äussern Druck Statt
finden.
Nur der anfängliche. d. h. ,I = O· entsprechende Werth von o lässt sicb
ohne Integration bestimmen. Setzt man t =0 in der Gleichung cP.~=0, so
. dt~
erhält man
.. '. ':'. "'l~ ~,dm' dn H - 2 dnn t!! - 2t!! dl1l'l
_. tJ21 d2m' d2nA dt dt dt dt dt dt
'dli '+ dti .+ d(l = 2 dm" dn' + 2 dn dl" 2 df '!!!!.: ·
. .' + dt dl dt dt + dl dt·
Den \drei "ersten Gliedern' der zweiten Seite kann man die Form geben
dl 2 dm' I . dn" 2 dl dm,' dn' 2
'(di) + (dt) + (dt) - Cdi + di + dt)
wo das letzte Quadrat nach .der schon früher bemerkten Bedingungsgleichung
verschwindet. Andrerseits "ergiebt sich, immer unter der Voraussetzung
t =. 0, durch Addition der drei ersten der Gleichungen (a),
(1)
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d21 d'lm' d2n" ( 1 1 1 )
dtJ. + dt't + dfl == - 2 (L + M + N) 6 + 2 A2 + D" + (]2 . a
und da zu Anfang ::c, 11, z mit a, b, c zusammenfallen,.. so hat V die Form
v ~ H - Lx2 - My2 - Nz~
so dass also nach einem bekannten Satze
.: d2V d2y d2Y '-.
4n = - d:r;2 - d'ly - d2Z =2 (L + M + N).
Hiernach wird unsere obige Gleichung
1 1 1 ( dl 2. dm' 2 dn" .2) dmNdn' -dndlH dl'dm(A2+BZ+C2)o'=2nE+-~ (li) +(dt") +(dt-) +dtdt+dt dt+ dt dt
Sind Dun z. B. diejenigen der anfänglichen Werthe (4), welche sich ausser-
halb der Diagonale befinden und zu dieser -eine symmetrische Lage einnehmen,
einander gleich, so ist der anfängliche Werlh von' (J positiv, und wir werden
weiter unten seben, dass in diesem besondern Falle dasselbe für die ganze
Dauer der Bewegung Statt findet 1).
s 3.
Um von der im §. 1. betrachteten Bewegung eine einfache Anschauung
zu gewinnen, ist es zweckmässig die durch lineare Ausdrücke ausgedrückte
momentane Bewegung in zwei einfachere zu zerlegen. Wir' bemerken 'jedoch,
dass diese Zerlcgung nur den eben angegebenen Zweck ha~ und für die
vollständige Behandlung des Problems keinen wesentlichen Nutzen gewährt,
da die beiden Theilbewegungen sich im Allgemeinen nicht für die ganze
Dauer der Bewegung gelrennt bestimmen Jassen, und bemerken ferner, dass
einige der in diesem §. gebrauchten Zeichen. eine von der denselben in der
übrigen Abhandlung beigelegten abweichende Bedeutung haben. Substituirt
man in den obigen Ausdrücken von u, e, w für a, b, c die Werthe (6), so
erbalten die Componenten die Form
u = gx + Ag + kz
e = g'a: + h'U + k'z
ui : O"x + l"g + h"a
I) Den Beweis dieser Behauptung findet man in §. 5.
, i
I
i
r-.,.;'
I
...~.,..:..:
'.." -'~
I .
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wo g, h ete. einfache Verbindungen von den selbst durch I, m etc. ausge-
drückten Grössen AJ!l' ete, und den Grössen(4) sind, und man überzeugt
sich leicht, dass in Folge der oben bemerkten Bedingungsgleicbung immer die
Relation
9 + A' + k" = 0
Statt findet1).
Nun lässt sich die augenblickliche Bewegung eines Systemes, bei wel-
cher wie hier die Componenten u, 'V, w der Geschwindigkeit eines beliebigen
den Coordinaten x, y, z entsprechenden Punktes Jineare Funktionen' dieser
Coordinaten sind, immer, auch abgesehen von der in unserm Fall Statt fin-
denden Relation zwischen den drei Coefficienten g, h', k", in zwei einfachere
Bewegungen zerlegen. Die eine dieser Tbeilbewegungen ist von solcher
Beschaffenheit, dass wenn das System auf drei gehörig gewählte neue Axen
der §, 1],~ bezogen wird, die diesen paraJlelen Componenteo p, q, r der Ge-
schwlndigkeit die einfache Gestalt
(2) p = a~, '1 = bYJ, r = c~
.annehmen, wog.egen die andere Theilbeweguog in einer blassen Rotation
besteht, bei welcher das System sich wie ein fester Körper um eine durch
den Anfangspunkt gehende Axedrebt. Um sich von der l\Iöglichkeit einer
solchen Zerlegung zu überzeugen, ist zunächst zu untersuchen, wie sich die
Componenten Ul,t'l' Wl der durch die Gleichungen ('2) ausgedrückten Bewegung
darstellen, wenn man diese Bewegung auf drei ganz' beliebige Axen der
x, g, z bezieht. Setzt man zu diesem Zwecke unter Anwendung der üblichen
Bezeichnung für die von den Axen gebildeten Winkel
cos x~ = o , cos XTJ = p, cos x~ = r
, R'" ICOS y~ = a , cos gTJ = r » cos!J~ = r
" R""'''cos ~ == a ; cos ~1J =,., , cos z~ = r
so hat man nach, den bekannten Sätzen
Ul :: ce p + ~ q + r r
VI = te' P + , fJ + r' r
" + R" + "Wl =a p fI q r ,.
~ = ae + a'y + (t":'
IJ = (Jx + Il'g + /J"r,
; = r» + y'y + r"z
J) Die Werlhe der Coefficienten 9, h, · · k I' sind in §. 4. angegeben.
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\'\rerden die obigen Werthe von p, q, r in den drei ersten Gleichungen und
dann für ~.J 1JJ ~ ihre durch die drei letzten gegebenen Werthe substituirt,
so erhält man
Ul I a: + n'y + m'z
(3) VI _ n'o: + my + I' z
'lVl m'o: + l'y + n z
wo zur Abkürzung gesetzt ist
I == aa 2 + bß2 + erz I == ace'a" + bß'ß" + er' r"
m :.= aCl'2 + bß'z + cy'2· m' == aa"a + bß"ß· + er"y
n ~ aa"2 + bß"2 + cy"Z n'· aaa' + b(Jß' + cyy'
l\lan sieht also, dass, we~n die durch (2) bestimmte Bewegung auf ein be-
liebiges Axonsystem bezogen wird, in den Ausdrücken für die Componenten
nur 6 verschiedene Coefficienten vorkommen und je zwei derselben, welche
in Bezug auf die Diagonale symmetrische Stellen einnehm.en, gleich" sind.
Es ist nun auch umgekehrt leicht, sich zu überzeugen, dass jede durch
lineare Ausdrücke von der eben erwähnten Beschaffenheit definirte Bewegung
so auf drei neue Axen der ;-, 1}J l: bezogen werden kann,· dass die Compo-
nenten die obige einfache Form (2) annehmen. Diese Behauptung rechtfertigt
sich sogleich durch den bekannten Satz, nach welchem der Ausdruck
lx2 + my2 + nz2 + 21'yz + 2m'zx + 2n'xy
durch Einführung anderer Axen auf die Form
ag2 + bfJ2 + c;2
gebracht werden kann, da offenbar die zur Erfüllung dieser Forderung zu
lösenden Gleichungen mit denjenigen zusammenfallen, auf welche unsere
Frage zurückkommt. Wir können daher dies bekannte Resultat auf unsere
Untersuchung anwenden. Nach diesem Resultate sind o, b, c völlig bestimmt
und die drei immer reellen Wurzeln einer cubischen Gleichung; von diesen
Wurzeln ist eine nach Belieben für a, eine zweite für b,und die dritte
endJich für c zu nehmen, da eine Vertauschung derselben keinen andern
Erfolg hat als eine entsprechende Aenderung in der Benennung der Axen
nach sich zu ziehen. Sind die Werthe a, b, c ungleich, so ist auch das
System der Axem der gJ 1}J ~ seiner Lage nach völlig bestimmt. Etwas anders
1
I
I
1
r, ·, ~>-'_1,-
,
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verhält es sich wenn zwei der Wurzeln oder alle drei einander gleich sind.
Im ersteren 'Falle, wenn z, ß. a und ,<,h gleich, aber von' c verschieden sind,
ist nur \die '-Axe der '~ ihrer Lage .nach bestimmt, wogegen für die heiden
andernjrgend zwei auf einander und auf jener senkrechte Gerade genommen
werden können. In diesem Falle wird die schon so leicht zu übersehende
durch die Gleichungen ,(2) definirte Bewegung noch anschaulicher, wenn
Inan die beiden ersten Conlponente~ zu einer Geschwindigkeit vereinigt, die
der Hichtung nach mit dem auf die' dritte Axe herabgelassenen Perpendikel IJ.
zusammenfällt und den Werth alt hat. Sind endlich die drei Wurzeln Q, b, c
alle einander, gleich, so. bleibt das System der drei rechtwinkligen Axen seiner
Lage nach ganz willkührllch , die Geschwindigkeit fällt überall ihrer Richtung
nach mit der Entfernung f! vom Nullpunkte zusammen und hat den Werth a{J-
Was nun zweitens eine Bewegung betrifft', in welcher das System ohne
Aenderung in der relativen Lage seiner Theile ium eine durch den Anfangs-
punkt gehende Axe rotirt, so sind für eine solche Bewegung die Conlpo-
nenten Uz, 'Vz, Wz der Geschwindigkeit von der Form
)
" " , I4 U2 =fJ.s ~. r y, "2 '+=. ,.:Z: --;-p.3, W2::' P Y ~ q x
und umgekehrt ist jede durch .diese Ausdrücke bestimmte Bewegung eine
Botetton der bezeichneten Art.
Hiernach wird also die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung
über die ZerJegbarkeit einer durch die Gleichungen ( 1) dargestellten Bewe-
gung dargethan sero, wenn die neun in den Gleichungen (3) und C4) ent-
haltenen Coefficienten so gewählt werden können, dass
U = Ul '+ Uz, v:= '1'1 + '''2, W = Wl + Wz
wird; dass dies aber stets und zwar' nur, auf eine einzige Weise möglich ist,
erhellt unmittelbar aus der Form dieser Forderungen, und es bleibt nur noch
zu bemerken, dass in Folge der Relation
9 + A' + k" = 0
der Charakter der ersten der beiden Tbeilbewegungen in unserem Falle die
Beschrankuug erleidet, welche durch die Gleichung
a+b+c=O
ausgedrückt wird und ihren Grund in der Incompresslbilität der Flüssigkeil findet,
3:1&
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s. 4.
Bevor wir weitergehen, wird es zweckmässig seyn, die Resultate einiger
oben nur angedeuteten Rechnungen hier anzugeben. Dazu gehört vor Allem
der Ausdruck des Potentials V eines nicht auf seine Hauptaxen bezogenen
durch die Ungleichheit
Sx2 + S'y2 + 8"z,2 + 2Tyz + 2T'z:v + 2T"a:y < 1
begrenzten Ellipsoids für irgend einen inneren Punkt (x,!/, s]. Bezeichnet
man die auf der linken Seite dieser Ungleichheit befindliche ternäre quadrati-
sche Form mit F, die ihr adjungirte
(S'S"- Tl)a;2+ 'S"S-T 2) y2+(SS'-T" 2)Z2+2(T'T';- TS)yz+2.(T"T-T'S')z:c+2(TT'- T"S")zy
mit F, ferner die positive Quadratwurzel aus der Determinante
Gs3 + GI s2 + G2 S + 1
der neun Grossen
SB + 1, 'r», 7"s
T'8, S'S + 1, Ts
r», Ta, S", + 1
mit .ä, so findet man nach jeder der heiden in' §. 1. angegebenen Methoden 1)
:JJ
Y = 11 r~~ 11 _ F - F's + (z2 + y2 + :,2) (GIS + GS2)lJ oLl 4 2 ~.
In unserm Falle hängen die Coefficienten der belden Formen Fund F'
auf folgende Weise von den Funktionen I, m, .. Rn und den entsprechenden
.Ä., u, .. v" ab:
,lZ 11'2 ,,2 A'l" p,',.,," , "S T VI'
- A2 + B2 + (]2' -A2 + B2 + (!2
A,'2 ~'2 ,,'2 Äi)., " )I""S' T'= ~,..
- A2 + B2 + 0 2 , Ai + 8 2 + C2
S'''=
l"2 tJI"2 ,,"2 T" _ 11'
+
~p,'
+
JlJI'
Jt2 + B2 + (J2' - A2 Jj2 Cl
und
1) Die in Anmerkung (1) zu I_ J. erwähnte cubische Gleichung in Bezug auf s
erhält man, wenn man den eingeklammerten Ausdruck unter dem Integral,eichen
= 0 setzt.
"'1
I
I
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,
"
2 _ A21" 2 + 8 2...." 2 + 0 2.. "i •,.., A211'+B2mm'+02nn'S S - T - A2B2C2 ' TT' - T"S" == A2B2(;l
und endlich ist
1
G = A2B2(!l
der Werth der Determinante der neun Grössen-
S, T", T'
T", S', T
T', T, S"
Um nun die Werthe der in den neun Differentialgleichungen (8) vor-
kommenden Grössen L, JI, .. N' zu bestimmen, hat man in dem ehen für V
aufgestellten Ausdruck die Coordinaten x, g,.z zu ersetzen durch ihre Aus-
drücke als Funktionen von a, b, c; das Resultat dieser Rechnung ist dadurch
bemerkenswerth, dass das Potential V die Funktionen der Zeit ~ m, .. n" nur
in den sechs Verbindungen 1)
P = 12 + 1'2 + l"z
Q = mZ + m'2 + m"2 ,
R = ,.2 + ,.'2 + ,,"2 ;
P' = mll + m'n' + m"n"
Q' = fit + n'l' + ","1"
B' = Im + l'm' + l"m"
enthält, zwischen welchen ausserdem noch die Determinantengleichung
PQR - PP'! - OQ'2 - RB'! + 2P'Q'R,' = t
besteht Die gesuchten Werthe sind nämlich die folgenden:
1) Der Umstand, dass hier und im Folgenden der Buchstabe P, welcher schon
in §. 1. als Zeichen für den auf der Oberfläche Statt findenden Druck gebraucht
wurde, eine gaaz andere Bedeutung bat, wird kaum zu einer Verwecbslung
führen können.
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o: Rp--:.- Q'2 ' cx. CLnfds PO - R 2) zr: Pn jS2d,·.L
- A2 Od5 + ( B2 + 0 2 A2 od3 T A2B2C2 0 d 3
00 ePQ - R' 2 00 ern fdS QR~ P' 2) !!.- f sds Q1r j'S2dSM= B2 od3 + C2 + A2 8 2 odS + A2B2C2 0 d 3
CI: , 00 00
n: r: (OR - r» RP- 0 2) z I Sds R1r fS2dSf\T =
C2 od3 + A2 + B2 [J2 od3 + A2B2C2 0 L/3
00 00
L' = _ (Q'R'- P'P) 1rf SdS + P'n J'S2dS
B2C2 ~Od3 A2B2C2 0 Ll5
, , I 00 , (J:j
M' = ~ (HP - Q Q)njsds Qn f S2d S
C2A2 0d3 + A 2B2C2 o.d5
00 (L-
N' == _ (P'Q' - R'R)7rJsds R'tt J'S2dS
A2B2 . oLls + A2B2C2 0 d 3
und hierin ist :LJ die positive Quadratwurzel :8US der Determinante.
8 3 P Q R' QB-P'?' RP--Q'2,-', PQ_R'2""A2B2C~+ (B~C"+ C~A2+ A2BiJ S2 + (-A:2 + B2 + C 2- ),S+ t
der neun Grossen ;
. 's r
p + A2' u', Q'
B ' Q S r:, + ß2'
Q', sr, R -t-- C:l
lIil Hülfe dieser Formeln lässt sich nun auch die in §. 2. angedeutete
Rechnung ausführen, welche den Zweck hat, die Funktion o durch die Grösseu
I, in, .. n" und deren Derivirte erster Ordnung auszudrücken. Das Resultat
dieser etwas mühsamen, aber durchaus nicht schwierigen Operation ist in der
Gleichung
( OB - P'2 RP - Q'2 PQ -- R'2) ~ dl dl_.. Ai + --g;-'~--~ + Cl (J = 2E71 -- !..I iit dt
enthalten, \VO das Summenzeichen sich auf alle neun Paare (I, Ä), (m, ,,), ...
(,t", p") bezieht. Der CoefJicient, mit welchem hier a behaftet ist" lässt sich
in die Form
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)12 + ,,'2 1_ ","2
0 2 1 =: S + s' + S"
, do dl' dm' . dn'
9 =-=l-+!L~+v-
tb; , dt . clt, dt
bringen, woraus unmittelbar hervorgeht, 'dass er niemals verschwinden kann,
. da die t :Annabme' ~. dass alle neun Grössen lJ!-L., •• 11" sich auf Null reduciren,
mit der Gleichung
I :±: Ap.-'V" = 1
im Widersprueh steht.'
Um unser System von Formeln zu vervollständigen, bilden wir auch
noch die folgenden Ausdrücke I für die Coefficienten g, h; .. k" in den Ge-
schwindigkeltscomponenten 1.1, e, W:
du ,dl ' dm ,du
9 = da: = ,2 iü +,~ dt,+ 11 dt
.t. ..du:.. .'" ~ dl . , tim " . ,dn
h = tly = 1 (jt + p. dt +,'" dt
du dl "dm " dn
k = - = ;.," - + +dz dt ft dl v dt
k' d." J..' dl' , dm' , ' dn'
= dy = dt + "" di + JI dt
k' = dv ;.," dl' "dm' " dn'
dz= dt+P,dt+vdi
" dw Ä dl" dm' dn"
9 = dx = dt + /-l dt ,+ 11 dt
" . dw " dl" 11 dm"
h =iig=Ädi+/-l;U+
dw " dl" 11 dm"
k" = - = A - + u - +dz dt' dt
j ", ttn
p-
dt
" dn"
v -dt
Die Bedingung der Incompressibilität giebt dann zunächst die Gleichung
d8 _ du d" dw = 0
. dt - dx + dy + dz
und für das letzte Glied in der zur Bestimmung von (J dienenden Gleichung
findet man den Ausdruck
~~ .~ .~ ~. ~~ ~~ ~~-tI~~=~~-~~+~~-~~+~h-~~
du 2 dr; 2 (dW 2 (J" dw dw du du do
= l (Cd:) + Cd) + d.)) + ds dy + dx tb + dY dx
tr:
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der UDS dazu 'dienen wird, die am Ende des §. 2. ausgesprochene Behauptung
zu rechtfertigen.
Ausserdem mag noch bemerkt werden, dass die Rotationen »', s'. r'
um die drei Coordinatenaxen, in welche sich die augenblickliche Rotation
zerlegen lässt, die Werthe
, (dW dV) , du dw , do dU)
P = t dy -- dz ' q = t (dZ - d.:c)' r =! (dX - dy
haben.
s 5.
Wir gehen nun über zu der Aufstellung von sieben Integralen erster
Ordnung, welche stets gelten, ohne besondere Voraussetzungen über den
anfänglichen Bewegnngszustand zu machen. Drei derselben ergeben sich
unmittelbar aus den Differentialgleichungen (a), wenn man je zwei derselben,
welche rechts dasselbe Glied .-- 2L'E, - 2M'8 , - 2N'I: enthalten, von
einander abzieht; auf diese Weise erhält man
dn dm , dn' ,dm' "d,." "dm" ar (dR') Cdm")
m--n-+m --N -+m --1J -=«= - - -dt dt dt dt dt dt dt 0 dt 0
dl dn , ar , dn' '/ dl" " da" (dl") (d'fl)(I.) n di - I dt + n dt - I di + n dl - I dt =~= di 0 -- dl 0
dm dl , dm' , dl' I" dm" " dl" (dm) (dl')I dt - m- + I --rn - + --rn -=(f= - --dt dt dt clt dt dt 0 dt 0
"~i11 man die Componenten u, f', tD der Geschwindigkeit an der Stelle (x, y, z)
und ihre nach den Coordioaten e, y, z genommenen partiellen Derivirten ein-
führen, so Jassen sich diese Integrale mit Hülfe der im vorhergehenden §.
gegebenen Ausdrücke leicht in die folgende Form bringen 1)
dv dw
dr. - dg =~l +~". + <in
dw du /~l + 501' + (In'dx d", =
du
dy
d"
-= ?lll"+ 5B111" + <!n 'l
]) Vergl. die Anmerkung zu der Einleitung.
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aus welcher ·~nmittelbar hervorgeht" dass 'die Axe der augenblicklichen Ro-
tation stets 'von denselben Elementen der flüssigen Masse gebildet wird und
dass, wenn .die drei links stehenden Grossen zu irgend einer Zeit gleichzeitig
verschwinden; d. h, wenn keine Rotation Statt findet, dasselbe für die ganze
Dauer der' Bewegung gilt; die Bedingungen, welchen der Anfangszustand der
Bewegung in( diesem' Falle unterliegt, sind. in den Gleichungen
dn' dm" dt" aß dm dl'(dt)Q -= (dt )0' (dt)o = hi)o' (d)o = (dt)o
ausgesprochen; und man erkennt unmittelbar aus dem im vorigen §. mitge-
theilten ,Ausdruck' für die Funktion. 11, .dass dieselbe während der ganzen
Bewegung nur positive Werthe annimmt; 'hiermit ist also die Richtigkeit der
am Ende d~s,§ ... 2. aufgestellten: ~ehauptun~." .nachgewiesen 1).
Da ferner' in unserem Problem die wirkenden Kräfte nur von der
wecbselseitigen Anziehung der Elemente der flüssigen Masse herrühren, so
liefert UDS das Princip der Flächen drei Integrale
Iry ~~ _ s ~\ d,,; = const., :Ii(z ddx - x dZ)'d'l:=const. , rrx t!! - y t!.:) d'f = const.J \..: dt d~ J \ t dt J \ dt dt '
'in welchen die Integrationen, über alle Elemente d'f der flüssigen ltIasse aus-
zudehnen sind. ·Drückt man die Coordinaten "'X, y, z durch die ursprünglichen
Coordinaten a, b, c aus, indem man das anfängliche Ellipsoid in unendlich
kleine Elemente dt: = da db dc zerlegt, und berücksichtigt, dass
'llt Ltl uJ" B2 r: 2 ~)\. IVJ_
.ra2 d7: ~ '5 · A2, JIr th = 5· ,..I e dr = 5'. t.,..T'.
[bc dt =0, [ca d: =0, [ab dt = 0
4nABCist, wo IDl zur Abkürzung' für die Gesammtmasse 3 gesetzt ist, so
nehmen diese Integrale die folgende Form an:
1) Es mag beiläufig bemerk] werden , dass die drei Integralgleichungen (1.) hin-
reichen, um aus den neun Differentialgleichungen (a) sechs andere abzuleiten,
welche die neun Funktionen I, rn, .. n" nur noch in den sechs Verbindungen
P Q B' und ausseedem',. noch die GrÖBse a enthalten., ,.. ,. .
·4
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..4.2 (l' dl" _ I" dl) + B2 (m' dm" ., "." tim) +(;2 (n' ~. _ n" dn) = st = BI (dm") _ Cl (dn')o
dt J' dI Je dt dt .dt 0 tlI
(ll.) AZ (t' ~ - I ~~..) +8 2 (m" ~~ _ mdm") + ez (n" dn - ,. dn") = ~' = (J'J (~'!) _ A2 (~~)
Je dt dt Jt dt dl . dl 0 dt 0
.A~ (l '!!. -l'~) +8 2 (m dm' _ m' ~~) +C2 (8 ~n~ ., 11' ~tl) = S't"= AZ (dl') _ B2 (~~).
Je dl dt dl Jt d~ dt 0 d' 0
Setzt man die in dem vorhergehenden §. mitgetheilten Ausdrücke für
die Grossen L, M, .. N' als bekannt voraus, so ergeben sich ~ie vorstehenden
Integralgleichungen auch aus unseren Differentialgleichungen Ca) durch eine
etwas mühsame Rechnung, bei welcher vorzüglich zu berücksichtigen ist, dass
zwischen den Grössen L, M, .. N' und P, Q, .. R' folgende Relationen Statt
finden
A2 CR'M' - Q'N') + ß2 (QL' ~ P'M) + C2 (rN - RL') = 0
A2 (O'L - PM') + B2 (P'N' - R'L') + ,C2 (RM' - Q'N) =0
A2 (P N' - R' L) + W (R'M - QN') + (]2 (O'L' - P'M') = 0
von denen nur eine verificirtzu werden braucht, weil aus ihr die beiden
andern durch einfache Permutation abgeleitet werden können.
Das siebente Integral wird uns endlich durch das Princip der lebendigen
Kraft geliefert, welches nach der Natur der in unserem Problem wirkenden
Kräfte durch die Gleichung
'(ecke 2 dy 2 (d'Q 2)J I liD + Cdt) + d) d-,; = Const. + E jVd-,;
J)
Const. + 4mf~!
oLl
(111.)
ausgedrückt wird, in welcher die Integrationen über, olle Elemente dr der
bewegten l\lasse auszudehnen sind; die wirkliche Ausführung derselben, wie
sie sogleich angedeutet 'werden soll, giebt dann das Besultat
AZ (C:/ + (:')2 + C~;'/)
+ B2 (cdm) 2+ (~~)2+ cdm")2)
dt dt dt
dn 2 dn' 2 dn" 2
+ Cl (Cdt) + (dt) .+ (dt ) )
Auf der linken Seite kann man nämlich das frühere Verfahren anwenden,
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indem .man den urspr~~~~licb von. der Masse erfüllten Raum in unendlich kleine
Elemente d7: = da db dc zerlegt J und die Integrationen in Bezug auf die
Variabeln Q, b, c ausführt; man erhält dann unmittelbar, nach Unterdrückung
des constanten Faktor CI~, den auf der linken Seite der Gleichung (I1L) be-
findlichen Ausdruck. Auf der rechten Seite würde man durch dasselbe Ver-
fahren zunächst
finden; aus den in §. 4. gegebenen Ausdrücken für L, M, N ergiebt sich
ferner ohne Schwierigkeit
00
. ... I'· -da
A2L +B2M + CZN = H = Tl J -,
. oLl
also
. 00
- ~IR~ r:fVd.,; = 5· 4n oLl'
woraus denn unmittelbar die Richtigkeit der Integralgleichung (111.) erhellt.
Allein man kann auch ohne Hülfe der Ausdrücke für L, M, N den Werth
des auf sich selbst bezogenen Potentials der flüssigen Masse leicht auf fol-
gende Weise finden. Ist nämlich
..,,"' 2 y" 2 Z' 2
a~ + fJ2 + y2' -
die Gleichung des auf seine Hauptaxen bezogenen Ellipsoides, welches augen-
blicklich die flüssige Masse begrenzt, so ist der Werth des Potentiales im
innern Punkte (x', s', z')
00r: ,,;'2 y''l
, V = 11: 0-;1 Cl ai + $ - pi + S
wo d die positive Quadratwurzel aus dem Ausdruck
s S SCl + ;-J Cl + p) (1 + iD
bedeutet. Zerlegt man nun die ganze Masse in unendlich kleine Elemente
cl,; = dx' dy' dz', und bedenkt, dass
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I: 41fa flr 4nABC . r- ' . ~)( r: ' [f(: I: ' .IDl
Jd"C = -3- = -3~ = ün; J3: 2 d,,; = _a2, JY 2 d,,; = _fJ2, JZ.2 d1: = -1'2
,5 5..5
ist, so findet man zunächst
, fds 1 a 2 . 1 (12 1 r2
JVd'& = IDl 'Ir o-d ( 1 - 5" ;;t+ s - "5 p2 +S -,. "5 12 +:)j
nun ist aber
a 2 fJ2 y2 1 1 1 dlog (42)
a2+ S + (12 + S + ,2 + S = 3 - s (a2+ s + p2 +S + y2 + s) = 3 - 8. . ds
s dd
= 3 - 2 ---
LI ds
und hierdurch geht die vorige Gleichung in die folgende über
'TJ
fVdr = I)Jl 211J'~ (1 + !... dd)
5 04 LI qs
und da ferner durch theilweise Integration leicht bewiesen wird, dass
CL· OCd( 1) (Xr: 'dd = _ rs ~ . ds =j'dS
o LI da J o' ds 0 d
ist, so erhält man endlich wieder
'1'"
00
rVd7:= ~~ · 41lf~,
~ a Oß
und hierin ist nach bekannten Sätzen
Ss + 1, T"" T's p + ~2' H', Q'
d~ = 0, 1 + ;2' 0 - T"" S', + 1, Ts - H', Q + ;2' P'
2
o 0 1 + ~ r», Ts, S';. + 1 Q', r R + !.-
" s ' (J2
,
wenn man sich einer üblichen Bezeichnungsweise der Determinanten bedient.
Natürlich lässt sich die Gleichung (111.) auch ohne das Princip der leben-
digen Kraft anzuwenden, aus den Differentialgleichungen (a) ableiten; man
bedarf aber dann der im §. 4. gegebenen Ausdrücke für die Grossen
L, M, .. N', und aussetdem ist die Rechnung sehr beschwerlich ...
§. 6.
Bei der grossen ComplicatioD der Differentialgleichungen Ca) wird Inan
eine vollständige Lösung des Problems wohl nur unter besonders einfachen
I
I
~.
.J
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Voraussetzungen über den anfänglichen Zustand der flüssigen Masse erreichen
können; wir werden uns daher im" Folgenden nur noch mit solchen speciellen
Fällen beschäftigen. Eine- solche einfache Voraussetzung ist diejenige, dass
im Anfang der Bewegung sowohl hinsichtlich' der Gestalt als auch des Be-
wegungszustandes vollständige Symmetrie in Bezug auf eine bestimmte Axe
Statt findet; es leuchtet nämlich ein, dass" dann dasselbe für die ganze Dauer
der Bewegung gelten wird. Dazu ist sunächst erforderlich, dass die Masse
ursprünglich durch ein Botationsellipaoid begrenzt wird, dass also die Axe
der Symmetrie eine der drei ßauptaxen des ursprünglichen Ellipsoids ist; wir
wollen annehmen, es sei dies die Axe C, so dass B = A ist Denkt man sich
ferner an jedem Punkte a, b, c die Anfangsgeschwindigkeit, deren Componenten
dl cl". dn
u = Cdi) 0 a + C-;it-) 0 b + Cdt ) 0 c
e == (dl') a + (dm') b + (dA') C
" dt 0 dt 0 dt 0
dl". dm" rtln"
W = Cdt \ a + (-dt\ b + ldiJo c
sind, nach Grösse und Richtung construirt, so darf durch eine beliebige
Drehung fJJ des Coordinatensystems um die Axe der c Nichts geändert wer-
den, d. h. wenn a, b resp. in a cos cp - b sin rp J a sin f/J + b cos Cf über-
gehen, ohne dass c sich ändert, so muss u in U cos fI - v sin Ci, f' in
u sin tp + 'D cos q; übergehen, und w ungeändert bleiben, wenn der Bewe-
gungszustand wirklich symmetrisch in Bezug auf die Axe der c sein soll.
Dies giebt folgende Bedingungen
(~i\ = 0, (d;;J
o
= 0, (~')o = 0, Cd;,"\ = 0,
dm' dl ar dm
. Ccit-)o = (it\; (dt\ = - (tii-)o'
zu welchen in Folge der Incompressibilität noch
dl dm' dn'
(diJ0 + (tit)0 + Cdt ) 0 = 0
kommt. Der Anfangszustand der Bewegung wird daher durch Gleichungen
von der Form
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·u = ga + hb, o = - ha + gb, w = - 2gc
ausgedrückt. Die beiden TheiJheweguogen, in welche jede solche Bewegung
zerlegbar ist, werden daher folgende Componenten 'haben
Ul = ga, "'1 = gh, Wl = - 2gc
'"2 = hb, 'l'z = - ha , Wz = 0
woraus sich ergiebt, wie sich erwarten liess , dass die TheiIchen der flüssigen
Masse ausser einer Rotation um die Axe der Symmetrie , eine derselben
parallele Bewegung - 2gc und eine auf ihr -senkrechte 9 J7a2 + b2 besitzen,
deren Richtung durch die ~xe selbst hindurch gebt.
Sind diese Bedingungen für den Anfangszustand erfüllt, so wird dieselbe
Symmetrie auch für die ganze Dauer der Bewegung gelten; alle Theilc h en
welche ursprünglich eine symmetrische Lage in Bezug auf die Axe der c
einnehmen, d. h. für welche a2 + b2 und c constant sind, werden zu jeder
später" Zeit in derselben Beziehung stehen, so dass wieder xZ + y2 und z
für diese Theilchen dieselben Werthe besitzen. Diese Eigenschaften der
linearen Funktionen x, y, z der ursprünglichen Coordinaten a, b, c haben zur
Folge, dass stets
n = 0, n' = 0, I" = 0, m'.! = 0
m' = I, I' = - m
sein muss, so dass diese linearen Ausdrücke folgende Form annehmen
x = la + mb , y = -- ma + lb , z = n' c
lind offenbar sind die Bedingungen, welche hieraus für die anfänglichen Werthe
dl dm dn"
der Derivirten dt' u: : dt folgen, identisch mit den soeben aufgestellten.
Die Bedingung der Incompressibilität besteht in der Gleichung
((2 + mZ) 11," = 1;
und folglich erhält man durch Umkehrung der vorstehenden Gleichungen
1
a = ln"x - mn"y; b = mn".» + tn"g'; c =--,; s,
n
Die Gleichung des augenblicklichen EJlipsoids ist daher
n" Z2A~ (x2 + y2) + C2~;-"2 = 1
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und die Componenten der Geschwindigkeit haben die Form
dl dnt 1 dn" d dl
U = iit a + lii b = - 2rl" dt x + 11," Cl d7 - m i;J !J
dm dl "dm dl 1 dn"
e = - dt a ~ lit b = - n Cl di - m Ji) :c - 2ft" .dt Y
dn" 1 dn'
W == -(ji C == n" -dt Z
wodurch wieder ausgedrückt wird, dass Gestalt und Bewegungszustand zu
jeder Zeit symmetrisch in Bezug auf die Axe der c oder z ist; besonders
bemerken wollen wir noch, .dass
11," (I dm _ m t!!) - 1 (dU - ~I = w
dt dt -"2" dy dar'
das Muss für die augenblickliche Rotation um die Axe der z ist.
Wir haben jetzt. zu untersuchen, in welcher Weise unsere Hypothese
über die Natur. der Bewegung mit den Fundamentalgleichungen (a) in Ueber-
einstimmung zu bringen ist. Da in unserer Annahme das Potential V für
einen innern Punkt durch die Gleichung
oc 00r: n" (~2+y2) Z2 r: a2+ 62 n"2c~
V=71 odC1- A2+ rl " S -c2 n" 2+ s) = n 0:1(1- .A2 + n"s - C2 n"2+ s)
ausgedrückt wird, in welcher
LI = (1 + ~:) 1/1 + s(J2n"2
ist, so erhält man für die Grössen L, M, .. N' folgende Werthe
f:I'.) CT:;
f ds 1 felS fI"2L = M = n 0"'·.A1! + rl"S' N = n 0-;/· C2,."2 + S
L' = 0, M' = 0, N' = 0_
Hieraus folgt, dass vier von den neun Differentialgleichungen (0J durch
unsere Hypothese identisch erfüllt sind, während die fünf -ührigen sich auf
die drei folgenden von einander wesentlich verschiedenen reduciren:
2a cl1.n" 2a d'm d21~ _ 26L- ,," --- = .-- - 2EN- l-~-·· - m ~~. = 0A2 , dfl c~ 'dti dt'),
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welche in Verbindung mit der schon vorher aufgestellten Bedingung der
Incompressibilität zur Bestimmung der vier Funktionen I, m, n", o vollständig
~
hinreichen, wie aus den in §. 2. gegebenen Andeutungen erhellt.
Nachdem so die Zulässigkeit unserer Hypothese nachgewiesen ist,
schreiten wir zur vollständigen Lösung des entsprechenden Problems, indem
wir dasselbe auf eine Quadratur zurückführen. Die letzte der drei vorste-
henden Differentialgleichungen hat das Integral Cvergl. §. 5. 1.)
I ~~ - m dl = (~~) = {Oo
dt .' dt dt 0
und hieraus ergieht sich die Folgerung, dass die Rotationsgeschwindigkeit
w =Wo n' stets proportional der Länge der Rotationsaxe Cu" des Ellipsoids
ist. Durch zweimalige Differentiation der Gleichung
1IZ· + 'lIlZ =-;,
n
erhält man ferner
dl dm t· an" d21 d2m dl 2 dm 2 1 d2,." 1 (dn"·2
I dt +m dt =- 2n"'l dt-; I dt 9i+m 7ii2 +Ceü) + Cdt ) =- 2#"1 dtl- +;;,"3 fit);
quadrirt man die erste dieser beiden Gleichungen, und addirt dazu das
Quadrat der vorstehenden Integralgleichung, so erhält man
1 ,(dl)2 (drn)2 t 2 1 (dn") 2
;;, I dt + dt ~ = Wo + 4n~'4 ~dt ;
und hierdurch geht die zweite Gleichung in die folgende über
I d2{ d2m 2,,, 3 (dn"') 2 1 d2 n"dt2 + m dt": ~- Wo" + 4n"5 di - 2n~ dtz '
Auf diese Weise gelingt es, die beiden Funktionen I und m vollständig zu
eJiminiren, und wir erbalten zur Bestimmung der Funktionen n", (J die beiden
folgenden Differentialgleichungen
1 d2 n" · ' 3' dn" 2: 2" 20- ' . " d2n" 2a ,.'.
- ~-;;;;~ -dt2 + 4,,"3 (dt) - Wo" =Ai! - 2b'Li" df.2 =(:2 - 2/iN,
in welchen' die Grossen L ,N nur noch von derVariabeIn· n" abhängen.
d 2 "Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen -~-, indem man· die erste.
dt
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mit n", die zweit~ .\l~' 2 multiplicirt und dann addirt, so erhält man nach
Substitution der Ausdrücke für L und N die Gleichung
'" 2n" . 1 "I'~'.. "~"2 3. 1 dn" 2
(J IA2- + (,'2n" 2 - 21i:rt - Wo" + _. ;;''2. (dt)
welche mit der im §. 4. gegebenen übereinstimmt. Eliminirt man dagegen (J
aus den beiden vorhergehenden Gleichungen, indem man die zweite mit
(!J • A2 ." ..die erste mit --j,- multiplicirt , und dann subtrahirt, so erhält man dienn, n
Differentialgleichung zweiter Ordnung
00
( A2: ,·:d~n" A2 (dn
ll)2 " 2 r: A2 - CJ. n " 3
2;?3 + (2), iJt2 -, t n". dt + A'OJo = 21i1J 0'":::1' 11" (A2 + 1I"s)(C'~n"2+s) i
multipli~irt _Ulan dieselbe mit 2 d;;', so lässt sich eine Integration ausführen,
deren Resultat
00
A2 dn' 2 2. JdS(~ + 02) (~) + 2Az w o"" == COUSt. + 4E71 -211"3 dt' oLl
offenbar nichts Anderes ist, als das durch das Princip der lebendigen Kraft
gegebene Integral.
Um nun diese Gleichungen, durch welche das Problem in der Tbat
auf Quadraturen zurückgeführt ist, bequem discutiren zu können, ist es zweck-
mässig, das Verbältoiss
.' Cn'~ ,,' ./C2 n
" = ~A2C = n y A2 = n tto
der Rotationsaxe e,." des Ellipsoids zu dem Radius D = vrXzc der Kugel,
deren Volumen dem des Ellipsoids gleich ist, als neue Variabeln einzuführen.
Ferner wollen wir
iIJ (do" eo
~ = ~2E1l" = ~2EIl n = ao a
setzen. Ersetzt man endlich die Integrationsvariabele 8 durch [)2., und führt
zur Abkürzung folgende Bezeichnung eiu
5
\,
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I(a) =/00 ds . 7 df(a) =r(a) =(1. _ 1)/00 sds _~.,~._,
o (1 -{- as) V(1 + ~) da a3 0 (1+ as)2V (1+ ",")3
SO nehmen die drei zuletzt erhaltenen Gleichungen folgende Formen an:
a 1 Ida2
D2 ('la + ;;;) = 2m (1 - (}2) + i (-;; dt)
eh) '2 (2 1) d2a 3 cda)2 8' Ie~ , I
- + a3 dt2 - a+ dt + 81l a~":"'- I (a) = 0
1 da ~ Ie2(2+ ~J(-d) +8B7l ~a-f(a)l =8B71K
a t a o
wo Keine Constante bezeichnet, deren Werth von (>0' ao, (da") abhängt
t 0
Für die Discussion selbst ist es nothwendig einige zum Theil schon bekannte
Eigenschaften der Function f (ce) vorauszuschicken. Durch wirkliche Aus-
rechnung des bestimmten Integrals erhält man
2 1{Ca) = arctang v(- - 1)
a YC:3 - 1) a
3
oder
1 1 + vO -~)
(Ca) =: I log I
aVel- ~-) 1·- r C1 - - )
. al V aS
je nachdem a < 1 oder Cl > 1 ist; für a::.= 1 nehmen heide Formen. den...
selben Werth f ( 1) == 2 an; wird Ce unendlich klein oder unendlich gross,
so wird (Ca) unendlich klein; und aus dem obigen Ausdruck für rCa) geht
hervor, dass f (a) ein und nur ein l\'1aximum {C1) = 2 hat. Ist daher p
irgend ein zwischen 0 und 2 liegender Werth, so :hat die Gleichung fCa).....:...p
zwei Wurzeln , von denen eine unter i die andere über der Einheit liegt.
Ferner überzeugt man sich leicht, dass, wenn a von 0 bis 1 wächst, die
Function f' Ca) beständig von + C\) bis 0 abnimmt und dann für a > 1
negativ wird , so dass, wenn q irgend ein positiver Werth ist, die Gleichung
r(a) == q stets eine und nur eine Wurzel hat, und zwar liegt dieselbe
unter der Einheit, Endlich ist aus den früheren Untersuchungen über die
I
I
I
lr
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gleichförmige Rotation einer flüssigen Masse bekannt , dass die Function
a2r(a) ein Maximum == 0,2246 .. hat.
§. 7.
Betrachten wir nun zunächst denjenigen speciellen Fall, in welchem
ursprünglich, und folglich auch während der ganzen Bewegung keine Rotation
Statt findet, also
~o = 0
ist. Nehmen wir ausserdem vorläufig noch an 1), dass ursprünglich gar keine
Geschwindigkeit vorhanden, also auch
(da) = 0
dt 0
ist, .so haben wir die Gleichungen
a 1 1 da Z
D2 (2a + a2) = 2E1J + I Ca dt)
1 d 2a 3 da 2
'2 (2 + ~) -- - (-) = BEnf' Ca)
a 5 dt 2 a'" cl'
Aus der letzten derselben folgt, dass während der ganzen Bewegung
rCa» ((ao) sein muss; ist daher ursprünglich lto = 1, d. h, ist die ur-
sprüngliche ~stalt der ruhenden flüssigen Masse eine Kugel, so folgt, dass
stets a = ao = 1 bleiben muss. Nehmen wir dagegen an, dass Cl < 1,
dass also die ursprüngliche Gestalt ein abgeplattetes Sphäroid ist, so ergiebt
sich) dass während der ganzen Bewegung "0 < a < al sein muss, wo al
die zweite Wurzel der Gleichung (Ca) = feao) bedeutet, von der wir
wissen, dass sie über der Einheit liegt. In der That wird nuo Cl alle Werthe
des Intervalls von "0 bis "1, . und wieder zurück von ce1 bis "0 periodiscb,
und jedesmal nacb Verlauf derselben Zeit
1) Das Resultat der Untersuchung für diesen Fall ist von Dir ich 1e t in der vor-
läufigen Anzeige der Abbandlung vollständig ausgesprochen,
0-
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-« 2 + 1
1 1 -' --
;:
1/ "3
1" = _.~ da y . -V8E1r f (a) - f (ao)
"0
durchlaufen; man überzeugt sich hiervon sogleich, wenn man bedenkt, dass
ffinur dann sein Zeichen 'ändern kann, wenn a ~aooder .. «list,· und dass
=: im ersten Falle einen positiven, im zweiten einen negativen Werth hat,
und wenn man ferner berücksichtigt, dass der vorstehende Werth von T
endlich ist, da an den Grenzen" des bestimmten Integrals die Function
f(ce) - {(uo) von derselben Ordnung unendlich klein wird;·- wie a -~ ao
oder a - al. Die Bewegung besteht also aus isochronen Schwingungen, in
welchen die Flüssigkeit durch die Kugelgestalt hindurchgehend abwechselnd
die Form eines verlängerten und die eines abgeplatteten Ellipsoides annimmt.
Natürlich würde die Bewegung genau dieselbe sein, wenn das Sphäroid ur-
sprünglich ein verlängertes wäre; es würde darin nur ao mit al zu ver-
tauschen sein.
Der Charakter der Bewegung bleibt auch dann noch derselbe, wenn
das Sphäroid seine Bewegung nicht aus der Ruhe beginnt, wenn nur die
Anfangsgeschwindigkeit in' Bezug auf die Anfangsgestalt unterhalb einer ge-
wissen Grenze liegt, welche durch die Bedingung
i 1 da 2
(2 + 3) ( -d) < 8EnfCao)
«0 t 0
bestimmt wird. Ist" dagegen diese Bedingung nichterfüllt , also
1 da-2(2 + -) (-) > SETC f(ao)a: dt 0 --
da
so kann dt nach Verlauf einer endlichen Zeit niemals verschwinden; denn
bezeichnet k eine nicht negative Constante, so wird das Integral
2+~1 "./ a5
V8ltr [da Y ((a) + k
"0
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mit unendlich .wachsendem Cl ,. und das Integral
l
1 "0,/2 + ;5
V 'fj81r{da Y i'(a) + "
da
mit unendlich abnehmendem Cl über alle Grenzen wachsen, Ist daher ( -d)
t 0
da
positiv, so wird dt stets positiv bleiben und sich unbegrenzt dem Wertb
./ 1 da 2
r (1 + -) (-) -- 4Enf(ao)2ag dt 0
nähern, während a mit t unbegrenzt wächst; das Ellipsoid wird sich also
da da
unbegrenzt verlängern. Ist dagegen (-d) negativ, so wird - stets negativ
t 0 dt
bleiben und dem absoluten Werth nach mit a unbegrenzt abnehmen, während
t über alle Grenzen wächst; das Ellipsoid wird sich daher unbegrenzt ab-
platten.
-' ,In allen diesen Fällen wird aber die Funktion (J niemals negative Wertbe
annehmen, so dass diese Beweguogenobne Annahme eines äussern Druckes
physisch möglich sind.
§. 8.
Wir wollen jetzt zu dem Fall übergehen, in welchem ~o von Null
verschieden ist, also während der ganzen Bewegung Rotation Statt findet.
Zufolge der am Ende des §.6. angeführten Eigenschaften der Funktion f Ca)
und ihrer Derivirten r Ca) giebt es stets einen und nur einen Wertb J,
welcher der Gleichung
r (J) = e~
"0
genügt, und zwar ist 0 < J < I. Betrachten wir Dun die Function
1/1 Ca) = f' (<<1) CI - fCa),
so erglebt sich leicht, dass 1/1 ( 0) =0 und dass 1/1 (a), wenn a von 0 bis J
wächst, beständig abnimmt, also negativ wird und für a = I den kleinsten
Werth 1p (J) erreicht, der also ebenfalls negativ ist; wächst dann a weiter,
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so wächst auch 1/1 Ca) und zwar mit a über alle Grenzen. Die Gleichungen
der Bewegung nehmen nun die folgenden Formen an
(J 1'; t da Z
D2 (2a + ~) = 281l Cl - f"(ö) a2) + ! C-; dt)
1 d2a 3 da 2. ,.,
2 (2 + u s) dt2 - a+ Cdt ) + 8clltp Ca) = 0
1 da 2( 2 + -) (-) + SE7l1/' Ca) = 8En [1p (eta) + k]
a 3 dl
in denen zur Abkürzung
d~~a) = r C~) - r Ca) 1 da 2'P'(a); (2 + 8) (-) = 8Enk
a o dt 0
gesetzt ist. Hieraus geht zunächst hervor , dass für die ganze Dauer der
Bewegung
1# Ca) ~ 1/1 (ao) + I;
und folglich a stets unterhalb einer angebbaren endlichen Grenze liegen muss;
das Vorhandensein auch der geringsten anfänglichen Rotationshewegung ver-
hindert also eine unbegrenzte Verlängerung des Sphäroids.
Da ferner ''/1 (J) der algebraisch kleinste Werth der Funktion 1/1 Ca) ist,
so haben wir je nach dem Werth der Constante 1/1 (uo) + k nur drei Fälle
zu unterscheiden.
1) -'" (<<0) + k = 1# (J).
Dies ist, da k nicht negativ sein kann, nur dann möglich, wenn k - 0,
und "0 =d', aJso
( da) = 0 und (J~ = a~ f' Cao), also ('0 < 1dt 0
ist; in dieseln Falle muss a constant == «0 bleiben, so dass die Bewegung
in einer gleichförmigen Rotation eines abgeplatteten Sphäroids von unver-
änderJicher Gestalt um die kleine Axe besteht, was der zuerst von .1\'1 ac J8 ur j n
behandelte Fall ist. Bekanntlich ist erforderlich, dass der Werth VOR· ()~
einen bestimmten numerischen Werth 0,2246.. nicht übersteigt; für: Jeden
unterhalb dieser Grenze liegenden Werth von ()ä existiren zwei .versehiedene
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entsprechende Sphäroide, die identisch werden, wenn ~ä diesen Grenzwerth
selbst erreicht Ferner leuchtet ein, dass die Grösse (J dann einen UD ver-
änderlichen positiven Werth bat, dass also die Bewegung wieder ohne einen
äussern Druck physisch möglich ist. Endlich erglebt sich auch umgekehrt,
dass a nur unter den Bedingungen dieses Falles constant sein kann.
2) 1/1 Cd') < tp (eto) + k < o.
Dieser Fall ist, da k nicht negativ sein kann, nur dann möglich, wenn
(Ja < «ofCao)
da)
und ausserdem der absolute Werth von (-d eine von ~o und ao abhängige
t 0
Grenze nicht übersteigt. Die Gleichung 1/1 Ca) = 1f' (<<0) + k hat dann zwei
bestimmte Wurzeln a' und o" > a', und zwar ist 0 < a' < 0. Hieraus
folgt, dass a stets zwischen den beiden Grenzen a' und a" liegen muss,
und in der Tbat wird a abwechselnd diese heiden Grenzwerthe, stets nach
Verlauf derselben Zeit
erreichen; die Rotationsgeschwindigkeit ist hei dem Minimumwerth a' zu
klein, bei dem Maximumwerth a" zu gross , als dass die flüssige Masse ihre
augenblickliche Gestalt beibehalten könnte, Auch ist zu bemerken, dass,
wenn die Rotationsgeschwindigkeit im Augenblicke der grössten Verlängerung
des Sphäroids einen gewissen Werth übersteigt, diese Bewegung nur unter
der Wirkung eines hinreichend starken äussern Druckes physisch möglich ist.
3) 1/1 (ao) + li .~ o.
In diesem' Falle hat die Gleichung· I/J (a) = 1/1 ("0) + k eine einzige
Wurzel, und es wird daher entweder von vornherein, oder wenigstens nach
Ablauf einer endlichen Zeit das Sphäroid anfangen, sich immer mehr und
ohne Grenzen .absuplatten. Auch hier gilt die eben geißachte Bemerkung
über die physische Möglichkeit der Bewegung.
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§. 9.
Die soeben" behandelten Fälle bieten die Eigentbümlichkeit dar , dass: in
ihnen die" .Werthe der drei in §. 4. mit P', Q', R' bezeichneten Verhlndungen
während der ganzen Dauer der Bewegung' verschwinden. Es erschien nun
- der ~Iühe wertb zu untersuchen, ob ausser den genannten Fällen' noch andere
möglich sind, welche. dieselbe Eigenschaft besitzen. Durch eine sorgfältige
Analyse ergab sich, dass noch zwei andere solche Bewegungen mit den
Fundamentalgleichungen Ca) in Uebereinstimmung gebracht werden rkönnen.
Oie erste derselben wird durcb die Gleichungen
x == la, y::::: m'b , z = ~"c; lm'n' == 1;
ausgedrückt, in denen zur Abkürzung
LI = 1/'(1 + A:'~) (1 + B2:'2) (1 + 02:"2)
gesetzt ist 1 ) ; allein hier reicht das v~n dem Princip der lebendigen Kraft
herrührende Integral nicht aus, um das Problem "auf Quadraturen zurück-
zuführen..
Der zweite Fall, welcher sich bei der Untersuchung auf eine eigen-
thümliche Weise von den übrigen absondert, giebt das schöne von J a C 0 bi
gefundene Resultat, dass ein dreiaxiges Ellipsoid, dessen Axen A, B~:C der
Bedingung
genügen, um die kleinste Axe C mit constanter Winkelgeschwindigkeit,
deren Quadrat : .,( .
1) Diese Gleichungen finden sieb an verschiedenen Stellen 'aber ohae weitere,
Discussion, in den von D j r i c b·le t hinterlassenen Papieren."
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ist, rotiren kann, so dass
a: = a cos kt + b sin kt ~ !I = ~I a sin kt + b cos kt , z = c
die Gleichungen der Bewegung sind.
Aus dieser Untersuchung ergiebt sich also auch das Resultat, dass ein
flüssiges homogenes Ellipsoid, dessen Elemente sich gegenseitig nach den)
Newtonsehen Gesetze anziehen, nur dann wie ein fester Körper UDl seinen
Schwerpunkt rotiren kann, wenn die Bewegung um eine feste, mit einer
der Hauptaxen des Ellipsoids zusammenfallende Axe geschieht, \V88 der von
Mac lau r in und J ac 0 b i untersuchte Fall ist 1); offenbar nämlich würden
ausser den Gleichungen P' = 0, Q' = 0, R' = 0 noch die Bedingungen
P = 1, Q= 1, R = 1 zu erfüllen sein, wodurch die übrigen ausser den
heiden soeben erwähnten Fällen ausgeschlossen werden.
Die geometrische Bedeutung der Gleichungen P' = 0, Q'= 0, R' = 0
besteht darin, dass diejenigen Elemente der flüssigen Masse, welche an-
fänglich auf den drei Coordlnatenaxen , also auf den Hauptaxen liegen, auch
während der ganzen Bewegung drei zu einander senkrechte Gerade erfüllen;
da nun andererseits aus der linearen Natur der Ausdrücke für e, y, zerhellt,
dass solche Tbeilchen der flüssigen Masse, welche ursprünglich in drei
conjugirten Durchmessern liegen, dieselbe Eigenschaft stets beibehalten, so ist
der eigentlicbe Sion der erwähnten drei Gleichungen der, dass die drei
Hauptaxon des Ellipsoids stets von denselben Elementen der flüssigen Masse
gebildet werden. Es lag nun nahe, eine verwandte Hypothese zu machen,
die nämlich, dass die Richtungen der drei Haupraxen stets unverändert blei-
ben; bedient man sich der in §. 4. eingeführten Bezeichnungen, so wird
diese Forderung durch die drei Gleichungen T = 0, T' = 0, T" = 0 aus-
gedrückt und sie ist offenbar sowohl in dem ersten der beiden in diesem §.
erwähnten Fälle, als auch in demjenigen erfüllt, welcher vorher (in §. 6-8.)
1) Diese Bemerkung ist fast wörtlich einem Briefe Dirichlets an Herrn Kronecker
entnommen.
6
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ausführlich behandelt ist; ausseedem ergab aber die Durchführung dieser
Hypothese noch einen dritten F~II, welcher ein. schönes Seltenstück zu dem
soeben angeführten von J8 C 0 ~i herrührenden Satze bildet und sich. auf',
folgende Weise aussprechen lässt:
'.
Ein jedes dreiaxige EUipsQid, welches dem Satze '~on J a ~o'b (g~nügt,
kann auch seine äussere Ge8~ und Lage unverändert beibehalten" ,~enrr~,
eine innere Bewegung derEle.nte SÜltt findet, die durch die.Gleiehtilfgeit .';.
A ". :i">' B . .,:~'J~:, . .: " ..
x = a ~os kt + b -jj sin kt':~:f'. g = -:- a A sin kt + b ~os kt., s : ." ..e
ausgedrückt wird, in denen dleConstante k die frühere Bedeutung bat; jedes
Theilchen beschreibt eine Ellipse,'l' deren Gleichungen
X'l. y'~. a' b2
At + B'l ,= A2 + jJi; Z = c
sind, und zwar 10 derselben W~~se J wie "renn es isoJirt "Türe und gegen
den lUitlelpunkt seiner Bahn:: dUl'~h eine, der Entfernung prop~rtionaleKraft
angezogen würde, deren ltlass ru,' die Einheit der Entfernung = k2 .' ist.
>. • ,.
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